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Klassificering och jamforelse av kortider

Vi har tva algoritmer

* a,(n) med kortid n? + 7n + 128

* ay(n) med kortid n? + 12n + 10

Kortiderna ar olika men domineras av n?-termen for stora n

Ekvivalent effektivitet iom bada kortiderna ar kvadratiska uttryck av indatastor-
leken

Det ar ofta svart att hitta ett exakt uttryck for kortiden

Vi vill istallet generalisera detta

Hur kan vi enkelt beskriva algoritmernas kortid pa ett satt som fangar denna typ av
ekvivalens?



Klassificering och jamforelse av kortider

- Ordo-notation! (eng. Big-O notation)
- For bade a, och a, fran foregaende slide sa har vi a, (n) € O(n?) och ay(n) € O(n?)
- Skrivs ibland slarvigt med likhetstecken, f(n) = O(n?)

Definition:

Uttrycket f(n) € O(g(n)) sager att
"f(’n) él’ begra nsad 6verifrén av g(’n) (ganger nagon konstant) fOr stora ’n,"

Formellt:

f(n) € O(g(n))
<~
det finns nagra ny > 0 och ¢ > 0 sa att f(n) < c-g(n) for alla n > n,




Klassificering och jamforelse av kortider

Berakning med ordo-notation; lat saga att vi har
f(n) =20+ 15n + 10n?
Omn >1sa
f(n) < 20n? + 15n2 + 10n? = 45n?
Lat da ny = 2, c = 45:

f(n) <45-n? n>2 < f(n) € O(n?)



Klassificering och jamforelse av kortider

Big-O ger bara en ovre grans, sa om f(z) € O(n?) sa har vi aven f(z) € O(n?)
dvs O(n?) C O(n?)
For att ge en undre grans anvander vi 2-notation:

f(n) € Q(g(n)) & f(n) ar begransad underifran av g(n) for stora n

Vi kan kombinera dessa med © for att fa en mer exakt beskrivning av kortiden:

f(n) € ©(g(n)) <= f(n) ar begransad overifran och underifran av g(n) for stora n

- Beskriver kortiden "exakt”, ©(n?) ar skilt fran ©(n?)



Tidskomplexitet 7153

« {Kortid for A} € O(f(n)) <= A har tidskomplexitet O(f(n))
- Pa samma satt kan vi tala om minneskomplexitet



Tidskomplexitet 8/53

- Vi talar oftast om tidskomplexiteten i det varsta fallet, men det finns aven
basta fall och genomsnittlig

- |bland ar alla dessa samma, ibland inte

- Ett extremt exempel: bogosort



Tidskomplexitet 9153

- Vi talar oftast om tidskomplexiteten i det varsta fallet, men det finns aven
basta fall och genomsnittlig
- Ibland ar alla dessa samma, ibland inte
- Ett extremt exempel: bogosort
* Tpest(n) : O(1)
* Tworst(n) :
« T, ..(n):

avg



Tidskomplexitet 10/53

- Vi talar oftast om tidskomplexiteten i det varsta fallet, men det finns aven
basta fall och genomsnittlig

- |bland ar alla dessa samma, ibland inte

- Ett extremt exempel: bogosort
+ Th(n) : O(1)
* T it (1) : O(00)

worst

« T . (n):

avg



Tidskomplexitet 1/53

- Vi talar oftast om tidskomplexiteten i det varsta fallet, men det finns aven
basta fall och genomsnittlig

- |bland ar alla dessa samma, ibland inte

- Ett extremt exempel: bogosort
+ Th(n) : O(1)
* T it (1) : O(00)

worst

* T, .(n):O(n-nl)

avg



Tidskomplexitet - exempel

findMax(L, o : .
(Z, n) - Vi gor ett konstant antal operationer utanfor slingan (k)

m < —00 - Vi gor ett konstant antal operationer for varje iteration (m)
fori«— 1tondo - Slingan kors n ganger
if L, > m then * Vi gor k + mn operationer
m < L, - Tidskomplexiteten blir O(k + mn) = O(n)

« Hur hade det sett ut om vi hade en nastlad slinga?
return m



Mastarsatsen




Mastarsatsen 14/53

Antag att vi har en rekursiv algoritm

Algoritmen anropar sig sjalv a ganger med indata minskad med en faktor b
Algoritmen gor ytterligare operationer som har kortid f(n) = O(n%)

Da ar kortiden for algoritmen

T(n) = aT(n/b) + f(n)



Mastarsatsen

©(n) om a < b?
T(n) =< BO(n%logn) om a = b?

©(nl°g2)  om a > b?

\\




16/53

Merge-sort

* Algoritm for att sortera en lista
- Sorterar delar av input och sammanfogar dessa (darav merge)
- Ar en typ av divide-and-conquer-algoritm



Merge sort 17/53

Exempel




Merge sort 18/53

Dela indatan




Merge sort L

Sortera varje dellista




Merge sort AV

Kombinera resultatet




Merge sort Al

Kombinera resultatet




Merge sort P

Kombinera resultatet




Merge sort R

Kombinera resultatet




Merge sort i

Kombinera resultatet




Merge sort R

Kombinera resultatet




Merge sort A

Kombinera resultatet




Merge sort 27153

Klart!




Mastarsatsen & Merge-sort

- Vi gor tva rekursiva anrop = a = 2 O(nd) om a < b
- Videlarindatanitva = b =2 T(n) =< ©(ntlogn) om a = b?
- Visammanfogar resultateniO(n) = d = 1 O(n'8¢) om a > b

a="b%= T(n) =0(n%logn) = O(nlogn)




Komplexitetsklasser



Komplexitetsklasser 30/53

- En gruppering av problem med liknande tids- eller minneskomplexitet
- Det handlar om beslutsproblem (ja/nej)
- Exempel:

» P = problem som kan [0sas i polynomisk tid (O(n*))

* NP = problem som kan verifieras i polynomisk tid



NP-problem sz

- Exempel pa NP-problem:
Kan en graf G = (V, FE) nodfargas med k farger?

- Det finns ingen kand algoritm i P, men vi kan verfiera en godtycklig losning |
polynomisk tid
- Indatan kallas for instans och losningen kallas for certifikat

 Vad blir dessa i detta fall?
 Hur kan vi konstruera en verifierare (algoritmen som verifierar losningen)?

« Galler P C NP?



NP-svara problem 32/53

- NP-svart problem = problem som ar minst lika svart som ett problem i NP
« Men hur vet vi om ett problem ar "svarare” an ett annat?



NP-svara problem 33/53

Svar: vi anvander reduktioner

En reduktion ar en algoritm som omvandlar en instans for ett problem A till en
instans for ett problem B. Om algoritmen ar polynomisk sager vi att

A<, B

Exempel: Hamiltoncykel <, Hamiltonstig i grafer

Ett problem B &r NP-svart om A <, Bforvarje problem A i NP, det vill saga, varje
NP-problem kan reduceras till B.



NP-fullstandig problem

- Ett problem ar NP-fullstandigt om det ligger i NP och ar NP-svart
- Exempel pa NP-fullstandiga problem:

- Graffdrgning: kan noder fargas med k farger sa att grannar inte har samma farg?
- Satisifierbarhet: t.ex. finns x, z,, x5 sa att (z; A z,) V Z3?
- Hamiltonstig: finns en stig i en graf som gar genom varje nod exakt en gang?

- Alla NP-fullstandiga problem kan reduceras till varandra (varfor?)






P: N p? 36/53

* Vivetatt P C NP
* Ingen vetom P = NP
« De flesta tror dock att P £ NP



P: N p? 37/53

- Varfor spelar det nagon roll?

- Problem i P representerar problem som (i allmanhet) kan losas i rimlig tid i verk-
ligheten

- Om vi t.ex. hittar en polynomisk algoritm som loser ett NP-fullstandigt problem,
vet vi att P = NP, och vi kan losa alla problem i NP i rimlig tid

- Primtalsfaktorisering ligger i NP, och RSA bygger pa antagandet att primtalsfakto-
risering tar lang tid



Korrekthet

Hur kan man visa att en algoritm gor det den ska gora?



Slinginvarianter

- findMax ar en funktion som hittar det storsta vardet i en lista med heltal
« Hur visar vi att den ar korrekt?

findMax(L, n)
m <— —OoQ
1+ 1
while: < n do
if L, > m then
m ¢ L,
11+ 1
return m



Slinginvarianter

- Svar: vi anvander en slinginvariant.
- Ett pastaende som ar sant i borjan och i slutet av varje iteration.
- Om det ar sant innan slingan vet vi att det ar sant efter slingan.



Slinginvarianter

 Vad skulle vara en bra slinginvariant i den har koden?

findMax(L, n)
m <— —OoQ
1+ 1
while: < n do
if L, > m then
m < L,
1+ 1+1
return m



Slinginvarianter

findMax (L, n)

pre L ar en lista med heltal av langd n.
post m ar det storsta vardet i L.
m <— —oO
11
while ; < n do

invm > L, forl <k<i

if L, > m then

m < L,

14— 1+ 1

return m



Matematisk induktion - recap

Bevismetod som liknar dominoeffekten

Vi vill bevisa ett pastaende P(n) Vn > m

Bestar av tre delar:

* Induktionsbas: Vi visar att P(m) galler

- Induktionsantagande: Vi antar att P(k) for nagot k
* Induktionssteg: Vi visar att P(k) = P(k + 1)

Da galler P(n) Vn > m



Matematisk induktion - exempel

Vi vill visa att




Matematisk induktion - exempel

Steg 1: InduRtionsbas

. 0(0+1)
d k=0= -

0
k=0



Matematisk induktion - exempel

Steg 2: Induktionsantagande

& 1
Z k = m(m + ) for nagot m.
k=0



Matematisk induktion - exempel

Steg 3: InduRtionssteg

Induktionsantagande

-
7~ N

m+1 m (m 4 1)

d k=m+1+» k=m+1+ i 5
k=0 =0

2m+2+mf4+m  mP+3m+2 (m+1)(m+2)
B 2 B 2 B 2

Enligt induktionsprincipen galler pastaendet for alla n > 0.



Induktion i korrekthetsbevis

- Induktion kan aven anvandas for att bevisa korrekthet for rekursiva funktioner.

findMaxRecursive(L, n)
if n =1 then
return L,
M +findMaxRecursive(L, n — 1)
if L, > M then
return L
else
return M



Induktion i korrekthetsbevis

- Vad ar pastaendet vi vill bevisa?
- Vad ar induktionsbas, -antagande och -steg?

findMaxRecursive(Z, n)
if n = 1 then
return L,
M «findMaxRecursive(L, n — 1)
if L, > M then
return L,
else
return M



Induktion i korrekthetsbevis

Vi vill visa att

findMaxRecursive(L,n) = max{L;} Vn > 1

1<n

Varforn > 1?



Induktion i korrekthetsbevis

Induktionsbas:

if n = 1 then
return L,

findMaxRecursive(L,1) = L; = max{L,}

1<1



Induktion i korrekthetsbevis

Induktionsantagande:

findMaxRecursive(L, k) = max{L,} for nagot k

1<k



Induktion i korrekthetsbevis

Induktionssteg:

M +findMaxRecursive(L, n — 1)
if L, > M then

return L
else

return M

findMaxRecursive(L, k + 1)
= max{L,,,findMaxRecursive(L, k)}

— max-

-

\

\

Ly,  max{L;}

~

-~ -

Induktionsantagande J

_ L.
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